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1 Dempster-Shafer-Theorie

1.1 Formale Struktur

Per Definition gilt

Bel(A) = Y m(B).

BCA

Der Belief Bel(A) des Ereignisses A ergibt sich also durch Aufsummieren der
Basismafie aller Ereignisse, die A implizieren (d.h. die Teilmengen von A sind).
Damit ergibt sich sofort

Bel(A) = m(wy) + m(ws) + m(wy Uws).

Per Definition gilt

Pi(A)= Y m(B).

BNA#D
Die Plausibilitat PI(A) des Ereignisses A ergibt sich also durch Aufsummieren
der Basismafse aller Ereignisse, die A nicht widersprechen (d.h. die einen nicht-
leeren Schnitt mit A haben). Damit ergibt sich sofort
Pl(A) = m(wr)+m(ws)
+m(wy Uws) + mwy Uws) + mw Uwy) + m(ws Uws) + m(ws Uwy)
+m(w Uwa Uws) + m(wg Uws Uwy) + m(w Uws Uwy) +m(we Uws Uwy)

+m(wy Uws Uws Uwy).

Alternativ kénnte man die Plausibilitit PI(A) des Ereignisses A mittels der
Dualitét B

PI(A) = 1 — Bel(A)

aus dem Belief Bel(A) des zu A komplementiren Ereignisses A berechnen. Man
erhélt so

Pl(A) =1 —m(w3) — m(ws) — m(ws Uwy).



1.2 Nicht intuitives Fusionsergebnis
a) Dempsters Rule of Kombination (DRC):

mlg(@) = 0

X) ma(Y
mis(4) = ZX’Y:X”YTA_?( V720) g a0

mit Konfliktgrad

K=Y mi(X)my(Y).

X,Y:XNY=0

Bei der Berechnung der Summen in DRC reicht es, die Schnitte fokaler
Ereignisse zu betrachten. Ein Ereignis ist fokal, wenn sein Basismaf grofer
Null ist.

Fokale Ereignisse beziiglich m; sind gerade A und B.
Fokale Ereignisse beziiglich ms sind gerade A und C.

Berechnung des Konfliktgrades K:

=0,01-0,99+0,99-0,01+ 0,99 - 0,99
=0,9999

Es liegt ein partieller Konflikt vor (0 < K < 1). Der Konflikt ist sogar ni-
herungsweise absolut (K ~ 1). Da jedoch K < 1 gilt, ist DRC anwendbar.

Anwendung von DRC:

mlg(A) = ma (A) meo (A)
~0,01-0,01
~ 1-0,9999
=1

und
mi2(X) =0 fiir alle Ereignisse X # A.

b) A wird nach Kombination der beiden Experteneinschitzungen als wahr
angenommen:

mlg(A) = Bellg(A) = le(A) =1.

Dieses Ergebnis ist insofern nicht intuitiv, dass jeder der Experten fiir sich
A nur geringen Glauben schenkte:

mi(A) = Bely(A) = Ply(A) = 0,01

und
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1.3

Bezeichnungen im Folgenden:
z:  Zielgrofe, wahres Ereignis (Wertebereich Z := {A, B,C})
dy:  Einschitzung von Experte 1
ds:  Einschitzung von Experte 2

Aus der Aufgabenstellung ergeben sich die Likelihoodfunktionen

Pr(dq]z) = (0,01;0,99;0); Pr(dz|z) = (0,01;0;0,99).

Da kein Vorwissen vorhanden ist, erhélt man durch Anwendung des Prin-
zips der Maximalen Entropie

Die Bayes’sche Fusion liefert

Pr(z|di,d2) = «aPr(di|z) Pr(ds|z) Pr(z)
= B Pr(dy|z) Pr(dz|2)
= £ (0,01;0,99:0) ® (0,01;0; 0, 99)
= (1;0;0).

Bayes’sche Fusion liefert in diesem Fall also ebenso wie die Fusion mittels
der Dempster-Shafer-Theorie die Aussage: A ist wahr. (Grund in beiden
Fallen: Multiplikationen mit Null, Normierung)

Man erkennt, dass es bei beiden Verfahren ein grofser Unterschied ist, ob
man einem Ereignis den Glauben bzw. die Wahrscheinlichkeit Null zuweist
oder einen Wert € ~ 0, aber # 0.

Sensordatenfusion

Analog zum Beispiel aus der Vorlesung formuliert man

m1(111) =0,5; m1(Q2) =0, 5;
3 =0

ms(111) =0,4; m3(Q)

)

)

D O Ot

)

Wir berechnen im Folgenden zuerst das kombinierte Basismafs mqs =
mi1 ® ms und verkniipfen dieses dann mit mg3 zum gesuchten Basismaf}
mia3 = My @ My @ m3 = M2 @ ma. (Beachten Sie die Kommutativitét
und Assoziativitit von ®.)

Der Konfliktgrad Ko fiir mis = mq ® ms ist gegeben durch

Ky, = Z my(X) ma(Y). (1)

X,Y:XNY=0

Bei der Berechnung reicht es, die Schnitte fokaler Ereignisse zu betrachten,
da nur diese auf der rechten Seite von (1)) Summanden ungleich Null liefern
konnen.

Die fokalen Ereignisse beziiglich beider Basismafe sind gerade {111} und



Q. Man erkennt, dass es also keine fokalen Ereignisse X beziiglich m; und
Y beziiglich mq gibt, so dass X NY = (.
Somit gilt K15 = 0, d.h. es liegt kein Konflikt zwischen m; und ms vor.

Wir erhalten also
mp(111) = > my (X) ma(Y)
X,Y:XNnYy={111}
= 0,5-0,6+0,5-0,44+0,5-0,4

— 0,7
und
mia(Q) = Z my(X) ma(Y)
X, Y:XNY=0Q
= mi(Q2) mz(Q)
— 0,5-0,6
= 0,3.

Der Konfliktgrad Kjo3 fiir mia3 = mi2 ® mg ist Null. (Begriindung analog
zu Klg)

Wir erhalten somit

mlgg(lll) = Z mlg(X) mg(Y)
X, Y:XNY={111}

= 0,7-0,64+0,7-0,4+0,3-0,4

= 0,82
und
mi23(2) = Z mi2(X) ms(Y)
X,Y:XNY=0Q
= mlg(Q) m3(Q)
= 0,3-0,6
= 0,18.

Das Messergebnis 111 ist also zu 82 Prozent glaubwiirdig.

Es gilt
m1(424) =0,5; m1(Q) =0,5;
mo(429) = 0,4; ma(R2) =0, 6;
m3(429) = 0,4; m3(Q) =0,6.

Wir berechnen zuerst das kombinierte Basismalfs mo3 = mo @ msz und
kombinieren dieses anschlieffend mit m;.



Der Konfliktgrad Kog fiir mog ist gegeben durch

K23 = Z mz(X) mg(Y)
X,Y:XNnY=0

Die fokalen Ereignisse beziiglich beider Basismafe sind gerade {429} und
Q. Also ergibt sich Ks3 = 0, d.h. es liegt kein Konflikt zwischen my und
ms3 VOr.

Damit gilt
mos(429) = > ma(X) my(Y)
X,Y:XNY={429}
= M2 (429) mg(Q) “+ mo (429) ms (429) + mo (Q) ms (429)
= 0,4-0,640,4-0,4+0,6-0,4
= 0,64
und
mas(Q) = > ma(X) my(Y)
X,Y:XNY=Q
ma(§2) m3(€2)
= 0,6-0,6
= 0,36.

Nun muss mo3 noch mit m; kombiniert werden.

Die fokalen Ereignisse beziiglich m4 sind {424} und 2. Beziiglich mo3 sind
gerade {429} und Q fokal.
Damit ergibt sich fiir den Konfliktgrad Kja3:

Kiz3 = Z m1(X) masz(Y)
X,Y:XNY=0
= mq(424)ma3(429)
0,5-0,64
— 0,32.

Man erhélt somit (Endergebnisse gerundet)

ZX,Y:XOY={424} my(X) mas(Y)

mig3(424) = o
C my(424) maz(Q)
B 1— Ko
~0,5-0,36
N 0,68
= 0,26



und

ZX,Y:XQY:{429} my(X) mas(Y)

m123(429) = 1_ K123
- ml(Q) mos (429)
B 1— K3
_0,5-0,64
B 0,68
— 0,47
und
miss(Q) = ZX,Y:XnY:Q m1(X) maz(Y)
1— Ki23
mq (Q) mgg(Q)
1— K3
_0,5-0,36
0,68
= 0,26.
c¢) Fiir die Basismafe ergibt sich
mi(A1) =0,5 mi(Q)=0,5;
ma(Az) =0,4;  mo(Q) =0,6;
mg(AQ) = 0, 4, m3(Q) = 0, 6.

Wir berechnen zuerst das kombinierte Basismals mo3 = mo @ msz und
kombinieren dieses anschlieffend mit m;.

Der Konfliktgrad Kog fiir mog ist gegeben durch
Kgg == Z mg(X) m3(Y) =0.
X,Y:XNY=0

Die fokalen Ereignisse beziiglich beider Basismafe sind gerade As und 2.
Es ergibt sich Ko3 = 0, d.h. es liegt kein Konflikt zwischen mo und msg
vor.

Damit gilt
mas3 (Ag) = Z m2 (X) m3(Y)
X,Y:XNY={A,}
= m2(Q) mz(A2) + ma(A2) m3(Az) + ma(Az) m3(2)
= 0,6-0,4+0,4-0,4+0,4-0,6
0,64
und
mas(Q) = > ma(X) ma(Y)
X,Y:XNYy=Q
= mz(Q) m3(Q)
= 0,6-0,6
= 0,36.



Im Folgenden wird mog mit m; kombiniert.

Die fokalen Ereignisse beziiglich m, sind gerade A; und . Beziiglich mog
sind gerade As und Q fokal. Im Gegensatz zu {424} und {429} aus Teil b)
sind A; und As nicht disjunkt: A; N Ag = {426,427},

Fiir den Konfliktgrad K23 erhélt man deswegen:

K23 = Z ma(X) mas(Y)
X,V:XNY =0
= 0.
Es ergibt sich
migz(41) = Z m1(X) mas(Y)
X,Y:XNY={A,}
ml(Al) m23(Q)
1—Kia3

— 0,5-0,36
— 0,18

und

migg(Az) = > ma(X) mas(Y)
X,Y:XNY =Aq

= ml(Q) mgg(Ag)

= 0,5-0,64

= 0,32

und
mi2s(A1 N A2) = myg3({426,427})

= > m1(X) mas(Y)
X,Y:XNY={426,427}

= mi(Ar) ma3(As2)

= 0,5-0,64

= 0,32

und

migs(Q) = > mu(X) mas(Y)
X,Y:XNY=Q
= m1(Q) ma3(Q)
= 0,5-0,36
= 0,18

Teil ¢) unterscheidet sich von Teil b) dadurch, dass eine Unsicherheit
der ,,Linge* 3 beziiglich der Sensorbeobachtungen beriicksichtigt wird. S;
macht die Beobachtung 424, der Glauben 0,5 wird jedoch dem Intervall

[424 — 3,424 + 3] = A,



zugeteilt. So und S3 machen die Beobachtung 429, der Glauben 0,4 wird
analog dem Intervall
[429 — 3,429 + 3] = A,

zugewiesen. Dadurch ldsst sich explizit beriicksichtigen, dass die Beobach-
tungen 424 und 429 nahe beieinander liegen und der Widerspruch in den
Sensorbeobachtungen wird aufgelost.

Allerdings ist erkennbar, dass durch dieses Vorgehen auch die Information,
welche Beobachtungen die drei Sensoren genau machten, verloren geht.
Es gilt ndmlich m;(424) = m2(429) = m3(429) = 0 und mq23(424) =
m123(429) =0.

1.4 Modellierung der Sensorzuverlassigkeit innerhalb der
Bayes’schen Theorie

wahrer Wert: weW:={A,B}
Angabe des Sensors: seS:={A, B}
Zuverlissigkeit des Sensors: z € Z := [0, 1]

Zu modellieren ist p(wls, z).

Fiir die gemeinsame Verteilung p(w, s, z) aller drei Grofen gilt einerseits

p(w, s, z) = p(wl|s, 2)p(s, z) = p(w|s, 2)p(s|z)p(z). (2)
Andererseits gilt auch

p(w, s, 2) = p(s|w, 2)p(w, z) = p(sjw, 2)p(w|2)p(2). (3)

Setzt man (2) und (3) gleich und 15st nach der gesuchten Gréfe p(w|s, z) auf,
so erhalt man

p(wls, z) =

p(sfw, 2)p(u)
oGl @)

Da der wahre Wert w nicht von der Zuverldssigkeit z des Sensors abhingen
wird, ist es realistisch anzunehmen, dass p(w|z) = p(w) gilt.
p(s]z) hdngt nicht von w ab und entspricht somit einer Normierungskonstante.

lisst sich also wie folgt umschreiben:
p(w|s, z) = a p(s|w, z) p(w) (5)

Die Sensorzuverlassigkeit kann wie folgt modelliert werden:

+z
2

1 1-2
p(s|w, z) = loy=sy + 5 (1= Lgp=s})- (6)

Dabei bezeichnet 1,,—, die Indikatorfunktion des Ereignisses {w = s}, d.h. es
gilt

1{w:s}:1 < W=Ss

1{w:s} =0 & w 75 S.



Durch diese Modellierung wird erreicht, dass bei einem Sensor mit perfekter
Zuverlassigkeit (z = 1)
p(s|w,z = 1) = 1{w:s} (7)

und bei einem schlechtest moéglichen, ,ratenden Sensor (z = 0)

1 1 1
p(8|w,2’ = O) = 5 l{w:s} + 5 (1 - 1{w:s}) = 53 (8)

was dem Prinzip der Maximalen Entropie bzgl. der Sensoraussage entspricht.
Einsetzen von @ in liefert

plls,2) = a2 Ty () + 15 (1= Lpm) ()] (9)

p(w) ist die A-priori-Verteilung der Zielgrofse w. Da hier geméft der Aufgaben-
stellung kein Vorwissen iiber w vorliegt, wenden wir das Prinzip der Maximalen
Entropie an und erhalten

p(A) =p(B) = 5. (10)

Einsetzen von und s = A, z = 5 (Aufgabenstellung) in (9) liefert

6 8 2
A VN=qa-[— -1, _ — (1 — 1=
p(w‘ 710> « [10 {w_s}+ 10 ( {w_s})]7
d.h.

6 8

p(A|A7E) - E e
6 2

pBlA Sy = 2o

Aus der Bedingung p(A|A, ) +p(B|A, ) = 1 ergibt sich fiir die Normierungs-
konstante ov = 1 und somit

6 8
6 2
PBIA ) =

Anmerkung: Die Sensorzuverlassigkeit liefle sich durchaus auch auf andere Art
modellieren. Die hier gewahlte Modellierung interpretiert Unzuverlassigkeit als
»Raten“. Man konnte Unzuverléssigkeit auch als ,Falschaussage interpretieren,
die Modellierung nach @ miisste entsprechend zu

p(Slw, Z) =z 1{w:s} + (1 - Z) (1 - 1{w:s})

gewdhlt werden. Des Weiteren ist der lineare Zusammenhang in @ ebenfalls
definiert, andere Zusammenhénge wiren denkbar.



2 Fuzzy-Systeme

2.1 Fuzzy-Mengen und Zugehorigkeitsfunktionen

Bezeichnungen im Folgenden:
A:  ausdauernd
M: motiviert

K:  kriftig
‘ Sportler 1 Sportler 2 Sportler 3  Sportler 4
a) A AND M AND K 0,2 0,4 0,1 0,2
b) (NOT A) OR (NOT M) OR (NOT K) 0,8 0,6 0,9 0,8
c) A AND (NOT A) 0,4 0,3 0,4 0,2
d) A OR (NOT A4) 0,6 0,7 0,6 0,8

In der klassischen Mengenlehre gilt fiir beliebige Mengen B

B AND (NOT B) = 0,
B OR (NOT B) = Q.

2.2 XOR fiir Fuzzy-Mengen

AXOR B = (A OR B) AND (NOT (4 AND B))

pa xor B = min {max {pa, up},1 —min{pa, up}t}
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