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1 Wahrscheinlichkeitsrechnung

1.1

Stochastische Unabhingigkeit

A und B sind stochastisch unabhéngig <= Pr(A N B) = Pr(A)Pr(B)

a)

Pr(AnB) = Pr(A)—-Pr(ANDB)
= Pr(4) — Pr(4)Pr(B)
= Pr(A)[1 — Pr(B)]
= Pr(A)Pr(B)

Pr(ANB) = Pr(B)-Pr(ANB)

= Pr(B)—Pr(4)Pr(B)
= [1-Pr(A)|Pr(B)

= Pr(A)Pr(B)

—Pr(ANB) —Pr(AN B)
— Pr(A)Pr(B) — Pr(A)Pr(B)
—Pr(A)[1 — Pr(B)] — [1 — Pr(A4)]Pr(B)
) + Pr(A)Pr(B) — Pr(B) + Pr(A)Pr(B)
1 —Pr(A) — Pr(B) + Pr(A)Pr(B)
]



1.2 Stochastische Unabhingigkeit

Grundraum Q = {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}
—_—— —_——
Augenzahl von Wiirfel 1~ Augenzahl von Wiirfel 2

Jedes Elementarereignis w €  hat die Form w = (w1, w2) mit wy € {1,2,3,4,5,6}
und wy € {1,2,3,4,5,6}.

Es gilt Pr(w) = § - § = 5 fiir jedes Elementarereignis w € €.

Mengentheoretische Beschreibung der Ereignisse A, B und C":
A= {(W1,w2) S Q|w1 S {1,3,5}, wo € {1,2,374,5,6}}
B= {(wl,wg) S Q|w1 S {1,2,3,4,5,6}, Wy € {1,3,5}}

C = Cy UCy mit
Oy = {(w1,ws) € Q|wi € {1,3,5}, wa € {2,4,6}},
Cy = {(wl,wQ) S Q|w1 S {274,6}, wo € {1,3,5}}

Schnittmengen bilden:
ANB = {(w1,w2) € Qfwr € {1,3,5}, w € {1,3,5}}

ANC=0C,
BNC =0Cy
ANBNC =10

Wahrscheinlichkeiten berechnen:

Pria) =41

Pz = §-3 -
PeC)=§-3+1-§=1
Pr(ANB)=2.3=1
Pr(ANC)=Pr(Cy) =3 -2=1
Pr(BNC)=Pr(Cy) = g . % — i
Pr(ANBNC)=Pr()=0
Unabhéngigkeit priifen:

Pr(ANB) =1 =3 -1 =Pr(A)Pr(B)
Pr(ANC) = i = % . % = Pr(A)Pr(C)
Pr(BNC) = % = % . % = Pr(B)Pr(C)
Pr(ANBNC)=0+# %=1 1-1=Pr(4)Pr(B)Pr(C)

= Die Ereignisse A, B, C sind nicht stochastisch unabhingig. Sie
sind lediglich paarweise stochastisch unabhingig.



1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Grundraum €2 wie in Aufgabe

a) Es bezeichne D das Ereignis, mit den 2 Wiirfeln die Augensumme 6 zu
wiirfeln. Gesucht ist Pr(D).

D= {(17 5)7 (57 1)7 (27 4)7 (47 2)7 (37 3)}
Pr(D) = %
b) Es bezeichne F das Ereignis, dass mindestens einer der Wiirfel eine gerade

Augenzahl zeigt. Gesucht ist Pr(D|E).

E= {(1’ 2)? (17 4)7 (17 6)’ (27 1)7 (2’ 2)’ (27 3)’ (2a 4)7 (2a 5); (27 6), (37 2)7 (3, 4), (37 6), (4, 1)7
(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6), (5,2), (5,4), (5,6), (6,1),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}
Pr(E)=2 =3
Pr(DNE) =Pr({(2,4), (4,2)}) = 55 = 35
Pr(D|E) = pr(ggf) =¥=2
1.4 Kenngrofien von Verteilungen
Grundraum ) wie in Aufgabe
X:0Q—->R.
Mogliche Werte fiir die Augensumme der beiden Wiirfel: 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12.
T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
(Wert von X)
X~ H(x) (LD | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
(mogliche Urbilder aus ) (2,1) | (2,2) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (2,6)
3,1) | (3:2) | 33) | (34) | (3,5) | (3,6)
(4,1) | (42) | (43) | (44) | (4,5) | (4,6)
(5,1) | (5:2) | (5:3) | (5:4) | (5,5) | (5.,6)
(6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5)
Wahrscheinlichkeitsfunktion
kum. Verteilungsfunktion




Anmerkung:

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr(X = z) und die kumulative Verteilungs-
funktion Pr(X < z) sind fiir alle z € R definiert. Die Angabe der in der Tabelle
stehenden Werte reicht jedoch aus, denn es gilt

Pr(X =) =0 firrz ¢ {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

und
0 fiir x < 2
PriX<z)=< Pr(X<|z|]) fir2<z<12
1 fir x > 12

Dabei bezeichnet |z] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

Fiir den Erwartungswert ergibt sich mittels der Wahrscheinlichkeitsfunktion:

B{X} = > 2-Pr(X=n)

r=2
1 2 3 4 ) 6 5 4
2. —43. 2 44. 2 45. 4. 47.—4+8.—49._—
36+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36
+10 i—|—11 3—1—12 i
36 36 36
= 7

Anmerkung:

Zur Berechnung des Erwartungswertes ist auch folgende Rechnung mdoglich:
X;: Ergebnis von Wiirfel 1

X5: Ergebnis von Wiirfel 2

X=X1+X,

E{X} =E{Xi} + E{X,} = 4+ I = 7 (Linearitdt des Erwartungswertes)

1.5 Kenngrofien von Verteilungen

a) Es gilt
— 00

/OO flz)de = /000 B - exp(—ax)dx
3 0

) S —

0

Ll

Damit f(z) eine Verteilungsdichtefunktion sein kann, muss gelten

/_O:o f(z)dx = 1.

Das bedeutet nach obiger Rechnung aber gerade, dass o = 3 gelten muss.



b) Partielle Integrationsregel:

Mittels partieller Integration ergibt sich fiir den Erwartungswert:

E{X}

/00 x - f(x)dx

— 00

/ x -« - exp(—ax)dx
0

[~z - exp(—az)]y” — /OOO(—eXp(—aa:))d:r

[Partielle Integration mit g(x) = x, h'(z) = a - exp(—az)]

oo
0+ / exp(—ax)dx
0

£ oo

0

1
o

Fiir die Varianz von X gilt die Formel Var{X} = E{X?} — (E{X})2.

E{X?} ldsst sich mittels zweifacher Anwendung der partiellen Integrati-
onsregel berechnen:

E{X?}

/Oo 2?2 f(z)dx

— 00

/ z? - o - exp(—ax)dz
0

[—2? ~exp(fa:v)]go — / 2z - (—exp(—ax))dz
0
[Partielle Integration mit g(z) = 27, h'(z) = a - exp(—ax)]

0+2/ x - exp(—ax)dx
0

2/ x - exp(—ax)dz
0

o EE TR N S P

[Partielle Integration mit g(x) = x, h'(z) = exp(—ax)]

2 oo
0+ 7/ exp(—ax)dx
@ Jo

s[5 oo,
— |—— - exp(—ax)
a| o 0
2

2



Damit ergibt sich

Var{X} = E{X?} - (E{X})
2 1\?
- oﬂ_(a>
_ 1

1.6 Formel von Bayes

S bezeichne das Ereignis, dass eine eingehende E-Mail Spam ist.
F sei das Ereignis, dass eine eingehende E-Mail das Wort FREE enthalt.

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr(S|F).

Aus der Aufgabenstellung ergeben sich die folgenden Grofen:

Pr(S|F) lasst sich mit der Formel von Bayes folgendermafien berechnen:

Pr(F|S) - Pr(S)

Pr(S|F) = _ _
x(SIF) Pr(F|S) - Pr(S) + Pr(F|S) - Pr(S)
_ 16 15
9 7 1 3
16" 10 T 00 " 10
_ 210
211
~ 0,9953
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